Capítulo 





En este capítulo se definen fas secciones cónicas , se 
obtienen sus ecuaciones , así como $e analizan sus 
propiedades, Et capitulo concluye con una discusión de 
la propiedad de/ foco y la directriz que se ilustra en el 

siguiente diagrama 



Secciones Cónicas 



Los conjuntos como lugares geométricos 



4—1 La ecuación de un lugar geométrico 

Se puede decir que cualquier conjunto de puntos, tal como una recta, es un 
lugar geométrico. El término lugar geométrico se aplica normalmente al 
conjunto de todos los puntos que tienen alguna característica geométrica 
común. Por ejemplo (véase los Ejercicios 35 y 36, página 68) el lugar 
geométrico de todos ios puntos U del plano que son equidistantes a dos puntos 
fijo s S y T es una recta, a saber la recta je que es perpendicular a( segmento 
ST en su punto medio, (Figura 4-1), 



Figura 4— i 




Rn el Capítulo 2 se estudió la solución del problema de obtener la ecuación 
cartesiana o vectorial de una recta dada. Este problema es un caso particular 
de un problema matemático más amplio: el obtener la ecuación del lugar 
geométrico 8 cuando se dan un conjunto de condiciones que definen a S, Se 
dice que una ecuación es ecuación de S y que S es ¡a gráfica de la ecuación si y 
sólo si la ecuación queda satisfecha por las coordenadas de cada punto en S, y 
cada punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuación está en S, Normalmente 
al determinar la ecuación de un lugar geométrico se intenta encontrar una 
ecuación que sea sencilla o que esté en alguna forma ordinaria. 
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Ejemplo 1. Obtenga una ecuación cartesiana del lugar geométrico 6 de 
todos los puntos tales que el segmento que va de cualquier 
punto de e a S(—2 J 0) es perpendicular al segmento que va 
del punto a T(2, 0). 



Solución í ( vectorial ): 

Sea l](Xi y) cualquier punto deí lugar geométrico indicado. 
Puesto que US _L TJT. 



(u - s) • (u - t) = 0, 

(■x + 2, j>) ■ (x — 2, y) — 0, 
x 2 ~ 4 + y 2 = 0, 

x 2 + y 2 = 4. (1) 

Por consiguiente las coorde- 
nadas de cualquier punto 
del lugar geométrico satis- 
facen la Ecuación (I), 

Recíprocamente puesto que los pasos algebraicos expuestos 
son reversibles» y puesto que dos vectores son perpendiculares 
si su producto escalar es 0* cualquier punto cuyas coordenadas 
satisfagan la Ecuación (1) está sobre el lugar geométrico 
indicado. Por lo tanto la Ecuación (l) es la ecuación de ese 
lugar geométrico. 




Solución 2(método no vectorial): 

Si US ± UT, entonces el triángulo STU es rectángulo. Emple- 
ando el Teorema de Pitágoras se tiene pues para todos los 
puntos del lugar geométrico 

[¿(S,U)] 2 + [d( T,U)] 3 = [d( S,T)] 2 . 

Empleando la formula de distancia se tiene 

[<* + 2) 2 + y 2 ] + [(x - 2) 2 + y 2 ] = 16, 
x 2 + 4x + 4 + y 2 + x 2 — 4x + 4 -f y 2 = 16, 

2x 2 + 2y 2 + 8 = 16, 
es decir x 2 + y 2 = 4. 

Nuevamente los pasos algebraicos son reversibles; y STU es 
un triángulo rectángulo por el recíproco del Teorema de 
Pitágoras. Es decir la Ecuación (1) es la ecuación del lugar 
geométrico indicado* 

Los pasos que hay que seguir para obtener una ecuación simple, u 
ordinaria, de un lugar geométrico se pueden resumir de la siguiente manera: 
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]. Sea U(x, y) cualquier punto del lugar geométrico, y escríbase una ecuación 
que quede satisfecha por u o por x y y , 

2. Efectúense las transformaciones necesarias para simplificar esta ecuación, 

3, Verifiqúese que cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuación 
final esté en el lugar geométrico, (Es a veces conveniente hacer esto último 
observando que las transformaciones efectuadas en el paso 2 son reversi- 
bles). 



Al obtener la ecuación de un lugar geométrico es a veces más sencillo 
emplear métodos vectoriales, pero otras veces es más sencillo emplear métodos 
cartesianos. 



Ejemplo 2. Obtenga una ecuación cartesiana del lugar geométrico X de 
todos los puntos tales que la pendiente del segmento que 
conecta a cada punto de X con 3(1, 2) es la mitad de la 
pendiente del segmento que los conecta con T(2, 5), 

Solución: Sea U(x, y ) cualquier punto del lugar geométrico en cuestión. 

Entonces por la fórmula que permite calcular la pendiente 

y 2 ~ y i y — 2 

m _ y Ja pendiente de US es y la pendiente 

x 2 — Xi x — l 

- — y — 5 

de UT es Por lo tanto de las condiciones dadas se 

tiene x — 2 




donde, para x 1 y x ^ 2, se obtiene 

2 (y ~2)(x - 2) - (x - 1 )(y - 5), 

2xy — 4x — 4y + 8 = xy — y — 5x + 5, 
xy + x - 3y+ 3 = 0, 

El primer miembro de la Ecuación (2) no está definido para 
x — l,y el segundo miembro no está definido para x = 2; por 
lo tanto el lugar geométrico no incluye puntos que tengan estos 
valores de sus coordenadas x. 

Puesto que los pasos algebraicos son reversibles se concluye 
que 

xy + x — 3y + 3 = 0 5 x tM, x ^ 2, 
es una ecuación de 3C. 



Ejercicios 4 — 1 

En los Ejercicios 1 — 18, obtenga una ecuación del lugar geométrico e de los 
puntos del plano que satisfacen las condiciones dadas, 

1- Cada punto de <3 es equidistante de los puntos S(l, 4) y T(3, 7). 

2. Cada punto de e es equidistante de los puntos S( — 3, 2) y T{2, —5). 
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3. Cada punto de 6 está a 6 unidades del punto S(2, 4). 

4* Cada punto de 6 está a Vi unidades del punto S(— 1, —3), 

5. El segmento de recta que conecta a cada punto de 6 con S( — 3 S 0} es 
perpendicular al segmento que conecta al punto conT{3 3 0), 

6. Repita el Ejercicio 5 para S{1, 2) y T(5> — 2 ). 

7. La pendiente del segmento que conecta a cada punto de e con S(! ? 6) es 
el doble de la pendiente del segmento que lo conecta con T{3, 2). 

8 . La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de 6 con 
S(2, - 3) es dos tercios de la pendiente del segmento de recta que conecta 
al punto con T( — 1, 4). 

9. La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de con 
S(2, 5) es dos unidades mayor que la pendiente del segmento de recta que 
conecta ai punto con T(“L —2). 

10. La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de G con 
S(L —2) es 3 unidades menor que la pendiente del segmento de recta que 
conecta al punto con T(— 1 , 2). 

11- Cada punto de 6 es equidistante de S(6, 0) y de! eje y. 

12. Cada punto de 6 es equidistante de S(0, 2) y de la recta cuya ecuación es 

y + 2 — 0. 

13. Cada punto de G es equidistante de S(í f 2) y de la recta cuya ecuación es 
x - y - 5 - 0. 

14. Cada punto de G es equidistante de S(3, — 2) y de la recta cuya ecuación 
es x — y — 0, 

15. La distancia que separa a cada punto de 6 de S(4, 0) es la mitad de la 
distancia que separa al punto de la recta cuya ecuación es x + 8 = 0. 

16. La distancia que separa a cada punto de e de S(4, 0) es el doble de la 
distancia que lo separa de la recta cuya ecuación es x + 8 = 0. 

*17. La suma de las distancias que separan a cada punto de C a S( — 3, 0) y 
T(3, 0) es 10. 

* 18. El valor absoluto de la diferencia de las distancias que separan a cada 

punto de 6, a S(— 5, 0) y T(5, 0) es 8. 

* 19. Sea U cualquier punto de la gráfica de y — x 2 f y sea S la proyección 

(perpendicular) de U sobre el eje x . Obtenga una ecuación del lugar 
geométrico formado por los puntos medios M de US. 





* 20. Sea U cualquier punto de ía gráfica de y = x 2 > y sean S y T las 
proyecciones (perpendiculares) de U sobre los ejes x y y respectivamente. 
Encuentre una ecuación del lugar geométrico formado por los puntos 
medios M de ST t 
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* 21 . Sea U cualquier punto sobre la gráfica de y = 3x 2 f y sean S y T las 
proyecciones (perpendiculares) de U sobre los ejes x y y respectivamente. 
Obtenga una ecuación del lugar geométrico formado por los puntos 0 
sobre ST tales que están a la tercera parte de la distancia de S y T. 
{Sugerencia: trace un diagrama similar al que se empleó para resolver el 
Ejercicio 20), 

Propiedades de las secciones cónicas 

4__2 Circunferencia 

En lo que resta de este Capítulo, así como en el Capítulo 5, se estudiarán las 
propiedades de una clase importante de lugares geométricos llamados 
secciones cónicas. Las circunferencias, parábolas, elipses e hipérbolas son 
ejemplos de secciones cónicas y se discutirán en el Capítulo 5. 

Al estudiar geometría plana se ve que una circunferencia es el lugar 
geométrico (conjunto) de Lodos los puntos del plano que están a una distancia 
dada (radio) de un punto dado (centro). Al segmento cuyos extremos son el 
centro del circulo y a un punto de la circunferencia se llama segmento radial 
de la circunferencia. Por lo tanto, el radio de una circunferencia es la longitud 
de un segmento radial de la misma. 

Como se muestra en la Figura 4-2, un 
punto V(x, y) del plano está sobre la cir- 
cunferencia G de radio 4 con centro en 
S(2 3 — 1) si y sólo si 

l> “ s : = 4. (1) 

Obsérvese que, sin embargo, 

I!» “ s|| = \\(x,y) ~ (2, — l)i| 

= ||(x - 2, jM 1)|| 

« V(* - 2)* + (y + 1)2. 

Por lo tanto de la Ecuación (1) se tiene 
V(x - 2)2 + (y + 1)2 = 4. 

Puesto que ambos miembros de esta ecuación son números positivos al tomar 
el cuadrado de ambos se obtiene una ecuación equivalente: 

(x - 2) 2 + (y+ l) 2 = 16. (2) 

Puesto que los pasos algebraicos son reversibles la Ecuación (2) es una 
ecuación de G, y G es la gráfica, o lugar geométrico de la Ecuación (2). 

Empleando el mismo procedimiento se puede demostrar que, en general, si 
una circunferencia e tiene radio r y centro en S(A, k) entonces una ecuación 
cartesiana de C es 




Figura 4—2 



(* - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 . 



( 3 ) 
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Ejemplo t. Obtenga una ecuación cartesiana de la circunferencia de radio 
ó con centro en S(4, —7). 

Solución: Haciendo fj = 4 t k = — 1 y r — ó, de la Ecuación (3) se 

obtiene ( x — 4) 2 + H [y — (~7)] 2 = 6 2 , o sea 

(x - 4) 2 + (y + 7) 2 = 36. 

Si se desarrolla el primer miembro de la Ecuación (3), página 125 se 
obtiene 

x 2 - 2 hx + h 2 + y 2 - 2 ky + k 2 = r 2 , 
o bien x 2 + y 2 — 2hx — 2 ky + h 2 + & 2 — r 2 = 0. 

Esta ecuación es a su vez de la forma general 

■ x* + y*+ Dx + Ey + F= 0, (4) 

donde D. E y Fson constantes. 

Se puede escribir a una ecuación que este en la forma (4) en forma 
equivalente escribiendo 

(x - h) 2 + ( y- k) 2 = c (5) 

simplemente completando cuadrados de x y y* 

Ejemplo 2. Determine el lugar geométrico en éR 2 de la ecuación 

x 2 + y 2 — 6x + 4y + 4 — 0. 

Solución: Se puede reescribir esta ecuación y completar loscuadradosdex 

y y como sigue: 

x 2 -6x + (-})- + y 2 + 4y + (2) 2 = -4 + (-3) 2 + (2)-\ 
(x - 3) 2 + (y + 2)' ¿ - 9, 

(x - 3) 2 + [y - (— 2)] a = 3 2 . 

Por lo tanto el lugar geométrico es una circunferencia de radio 
3 con centro en el punto S(3, —2). 

Puesto que el cuadrado del radio de una circunferencia debe ser un número 
positivo, una ecuación de la forma (4) no representa necesariamente un lugar 
geométrico que sea una circunferencia. Si, después de haber completado a 
cuadrados en xy \\ y después de haberse escrito la ecuación en la forma (5), el 
segundo miembro» c» es cero» entonces el lugar geométrico consta de un solo 
punto. Si c es negativo el lugar geométrico es el conjunto vacío 0. 

Se puede emplear la Ecuación <4> anterior para determinar la ecuación de 
una circunferencia e cuando se conocen tres puntos que estén sobre e. 

Ejemplo 3. Obtenga una ecuación cartesiana de la circunferencia que pasa 
por los puntos Q(3, —2), S(— 1 3 -4) y T(2, —5). 

Solución: Las constantes D> E y F deben ser tales que las coordenadas de 

cada punto satisfagan 
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x 2 + y 2 + Dx + Ey -j- F = 0. 

Por lo tanto 

3 2 + (—2)* -f 3D - 2E + F = 0 
(-1)2 + (_4)2 -£>-4£+F=0 
(2) 2 + (—5) 2 + 2D-5E+F-0, o bien 
3D — 2E + F = — 13 
- D - 4E + F = -17 
2D - 5E + F = -29 

Resolviendo este sistema, es decir, despejando a ZX E y F se ve 
que 

D = -2, £ = 6, y i 7 = 5- 

Por lo tanto, una ecuación cartesiana de la circunferencia es 

x 2 + — 2x + 6y + 5 — 0. 

Dada una recta £ tangente a una circunferencia 
es perpendicular al segmento radial que contiene al 
punto de contacto T (figura 4—3) se sabe que si v es 
un vector de dirección de la recta que contiene al 
segmento radial TS entonces v p es un vector de 
dirección de £. Se emplea esta información para 
encontrar una ecuación £ si se conocen las coordena- 
das de T y la ecuación de e. 

Figura 4—3 

Ejemplo 4. Obtenga una ecuación cartesiana de la recta £ que es 
tangente en el punto T(Ó, —4) a la circunferencia 0 cuya 
ecuación es 

x 2 + y 2 — 4x + — 20 = 0. 

Solución: Obsérvese primero que T está sobre 0 puesto que 

6 2 + ( — 4) 3 - 4(6) + 2( — 4) — 20 -= 36 + 16 - 24 

- 8 - 20 = 0 , 

Completando cuadrados en x y y en la ecuación de C,, se 
obtiene 

(x 2 - 4* + 4) + ( y 2 + 2y + I) = 20 + 4 + 1, 

C* - 2) 2 + (y + l) a = 25- 

Por lo tanto 6 tiene su centro en S(2, — 1) y un vector de 
dirección de la recta que contiene al segmento radial TS es 




s — t = (2, — 1) — (6,-4)= (-4,3), 



